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TEMA 1
QUESITI PRELIMINARI. Stabilire se le seguenti aermazioni sono vere o false giustiando brevemente
la risposta:
(1) Un sottospazio non banale di R
3
ha innite basi.
Vero. Sostituendo un vettore di una base on un suo multiplo salare non nullo si ottiene una nuova
base.
(2) Un'appliazione lineare L : R2 → R3 è neessariamente iniettiva.
Falso. L'appliazione L(x, y) = (0, 0, 0) è lineare ma non iniettiva.
1
(1) Eserizio 1Si onsiderino i seguenti sistemi lineari al variare dei parametri reali a, b.
Σ1(a) :


x− y − z = 0
3x+ y = 0
4x+ az = 0
Σ2(b) :


−x+ y + z = 2
x− y = 1
bx− 2y − 2z = −3
Sia S1(a) l'insieme delle soluzioni di Σ1(a) e S2(b) l'insieme delle soluzioni di Σ2(b).
(a) Determinare tutti i valori di a, b per ui S1(a) ⊆ S2(b);
(b) Determinare tutti i valori di a, b per ui S1(a) ⊇ S2(b).
Si ha sempre (0, 0, 0) soluzione di Σ1(a) per ogni a, mentre (0, 0, 0) non è mai soluzione di Σ2(b)
per ui S1(a) non è mai ontenuto in S2(b).
Vieversa, ogni soluzione di Σ2(b) soddisfa l'equazione −x + y + z = 2 e quindi non soddisfa
l'equazione x − y − z = 0 di Σ1(a). Dunque S2(b) non è mai ontenuto in S1(a) a meno he non
sia vuoto. Si tratta dunque di stabilire per quali valori di b il sistema Σ2(b) non ammette soluzioni.
Riduendo a sala la matrie ompleta assoiata a Σ2(b) si ottiene he questo aade per b = 2 e
quindi S1(a) ⊇ S2(b) per b = 2 e per ogni a.
(2) Eserizio 2 In R
4
sia U il sottospazio denito dalle equazioni{
x− 2y + 3z − 4t = 0
x+ y + 2z + 2t = 0
e W il sottospazio
W = 〈(1,−2, 3,−4), (−7,−3, 3, 2), (−3,−11, 15,−14)〉
(a) Determinare una base di U e una base di W .
(b) Determinare U ∩W e U +W
() Determinare, se possibile, un sottospazio T di R4 di dimensione 1 tale he U ⊕ T = W ⊕ T .
(d) Determinare, se possibile, un sottospazio S di R4 di dimensione 2 tale he U ⊕ S = W ⊕ S.
Il sottospazio U ha hiaramente dimensione 2 ed una sua base è {(−7, 1, 3, 0), (0, 2, 0,−1)}. Una
base di W è data da {(1,−2, 3,−4), (−7,−3, 3, 2)}.
Il rango della matrie he ha per righe questi quattro vettori è 3 e dunque dim(U + W ) = 3 e
dim(U ∩W ) = 1. Il vettore (−7,−3, 3, 2) di W soddisfa le equazioni di U e quindi genera U ∩W .
Una base della somma è data ad esempio da {(1,−2, 3,−4), (−7,−3, 3, 2), (0, 2, 0,−1)}
Per determinare il sottospazio T rihiesto abbiamo bisogno di un vettore v di U +W he non stia
né in U né in W . Ad esempio basta segliere T = 〈(1, 0, 3,−5)〉. In tal modo abbiamo
U ⊕ T = W ⊕ T = U +W.
Per determinare il sottospazio S è suiente segliere un sottospazio di dimensione 2 he intersehi
banalmente sia U he W . Basta segliere ad esempio S = 〈(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0)〉.
(3) Eserizio 3 Sia W il sottospazio di R3 di equazione x− y = 0 e si onsideri l'endomorsmo di R3 di
equazione L(x, y, z) = (x− 2y + 3z, 2x− 3y + 3z, 3x− 3y + 2z)
(a) Veriare he l'equazione F (x, y, z) = (x−2y+3z, 2x−3y+3z, 3x−3y+2z)denise un'appliazione
lineare F : W → W .
(b) Determinare una base B di W e determinare la matrie assoiata MB
B
(F ).
() Stabilire se F : W →W è diagonalizzabile.
(d) Stabilire se L : R3 → R3 è diagonalizzabile.
Basta veriare he F (w) ∈ W per ogni w ∈ W e questo è suiente mostrarlo se w appartiene ad
una base di W . Segliendo ad esempio la base B = {(1, 1, 0), (0, 0, 1)} si ha F (1, 1, 0) = (−1,−1, 0) ∈
W e F (0, 0, 1) = (3, 3, 2) ∈W . Abbiamo inoltre he la matrie assoiata è
MBB (F ) =
(
−1 3
0 2
)
.
Tale matrie ha 2 autovalori distinti (−1 e 2) e pertanto è diagonalizzabile.
Per veriare se anhe L è diagonalizzabile segliamo una base C di R3 ontenente la base B, ad
esempio C = {(1, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 0). La matrie assoiata è
MCC (L) =

 −1 3 20 2 3
0 0 −1


Tale matrie ha autovalori −1 di moltepliità algebria 2 e 2 di moltepliità algebria 1. Tuttavia la
moltepliità geometria dell'autovalore −1 è
3− rg

 0 3 20 3 3
0 0 0

 = 1
e dunque L non è diagonalizzabile.
